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Géométrie aléatoire

(M, g) variété riemannienne, compacte, sans bord, de dimension n.
On choisit une sous-variété de codimension r de M “au hasard’”.

Question

Que peut-on dire de sa géométrie (volume, . ..) ou de sa topologie (nombre
de composantes connexes, caractéristique d'Euler, ...)?

On cherche une réponse statistique : moyenne, moments, loi, ...
ou un comportement presque sir.
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Sous-variétés algébriques réelles aléatoires

o = = E A
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Polynémes de Kostlan

Un polynéme de Kostlan de degré d est un polynéme aléatoire homogeéne

[(d
P=|;daa (a)xaeRgm[xo,...,xn],

ol les (aa)|a|=d SONt des gaussiennes standards i.i.d. dans R.

Pour tout a = (ag, ..., a,) € N1
o |a| =ag+ -+ ap est la longueur de «;
o al=apl ayletsila=d, (9 =4,
o X% = XJ0... Xon,
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Zéros de polynémes de Kostlan

Soientd >1,n>1etre{l,...,n}.

Zy =P 0)N---nPH0) C S,

ot Pi,..., P, sont des polynémes de Kostlan i.i.d. dans Rt‘fm[Xo, ooy Xn)-

Lemme

Zy est presque surement une sous-variété lisse, compacte sans bord et de
codimension r dans S" (éventuellement vide).
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Zéros de polynémes de Kostlan

Soientd >1,n>1etre{l,...,n}.

Zy =P 0)N---nPH0) C S,

ot Pi,..., P, sont des polynémes de Kostlan i.i.d. dans Rt‘f’"[Xo, ooy Xal-

Lemme

Zy est presque surement une sous-variété lisse, compacte sans bord et de
codimension r dans S" (éventuellement vide).

Plus généralement, Z, sous-variété algébrique aléatoire de degré d et de
codimension r dans une variété projective réelle M de dimension n.
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Courbe algébrique aléatoire dans S? (n =2, r = 1)

Images par Vincent Beffara.
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Images par Vincent Beffara.
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Courbe algébrique aléatoire dans S? (n =2, r = 1)

d= 100

Images par Vincent Beffara.
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Courbe algébrique aléatoire dans S? (n =2, r = 1)

d= 200

Images par Vincent Beffara.
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Courbe algébrique aléatoire dans S? (n =2, r = 1)

d= 500

Images par Vincent Beffara.
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d = 1000

Images par Vincent Beffara.
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d = 2000

Images par Vincent Beffara.
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d = 5000

Images par Vincent Beffara.
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Courbe

d = 10000

Images par Vincent Beffara.
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d = 20000

Images par Vincent Beffara.
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Statistiques linéaires

La métrique euclidienne sur S” (resp. riemannienne sur M) induit des
mesures de volume sur S” (resp. M) et toutes ses sous-variétés.

Zy4 définit une mesure de Radon aléatoire par :

Vo e COM),  (Zy,0) = B(x)[dVz,].

XEZy
Pour ¢ =1, on a (Z;,1) = Vol (Zy).

Cas de codimension maximale (r = n)

Z4 est fini presque surement. La mesure associée est g Oy, C'est-a-dire :
XEZy

(Zd,0) = o).

XEZy
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Moments, loi des grands nombres

et théoreme central limite

o = = E A
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Espérance

Zy de degré d et codimension r dans M de dimension n.
Théoréme (L., 2016)

Pour tout ¢ € C°(M), on a :

Bl(Ze, )] = d5n, ( [ 61avia ) + ol 0(¢57Y).

Vol (")

ou An,r = T(S”)
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Espérance

Zy de degré d et codimension r dans M de dimension n.
Théoréme (L., 2016)

Pour tout ¢ € C°(M), on a :

Bl(Ze, )] = d5n, ( [ 61avia ) + ol 0(¢57Y).

Vol (")

ou An,r = T(S”)

Corollaire (Equidistribution en moyenne)

En tant que formes linéaire continues sur (CO(M), ||-|| ).

d72E[Zy] —— Anr|dV].
d——+oo
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Variance

Théoréme (L.—Puchol, 2017)
Il existe o, > 0 telle que, pour tout ¢ € C°(M),

Var((Zy,9)) = d"" 302, ( /M & |de|) +o(d%).

@ Pour le nombre de racines de n polynémes de Kostlan dans S” (n=r
et ¢ = 1) prouvé par Armentano—Azais—Dalmao—Leon (2015 et 2017).

@ op  est explicite et ne dépend que de n et r.

o La positivité de o, . est non triviale.
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Moments centrés

Pour X variable aléatoire LP (p > 2), on note my(X) = E[(X — E[X])"].

Théoréme (Ancona-L., 2019)

Dans le cas n = r = 1, pour tout p > 2, pour tout ¢ € C°(M),

mp ((Zg,8)) = ppVar({Zy, $))2 + o(d4),

ou pp est le p-iéme moment d'une gaussienne standard dans R.
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Moments centrés

Pour X variable aléatoire LP (p > 2), on note my(X) = E[(X — E[X])"].

Théoréme (Ancona-L., 2019)

Dans le cas n = r = 1, pour tout p > 2, pour tout ¢ € CO(M),

mp ((Zg,8)) = ppVar({Zy, $))2 + o(d4),

ou pp est le p-iéme moment d'une gaussienne standard dans R.

Conjecture

Pour n et r quelconques, méme formule en remplagant £ par 5(r — 7). }
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Loi forte des grands nombres

(Z4)d>1 suite de sous-variétés algébriques aléatoires de codimension r
dans M de dimension n telle que :

@ les termes sont globalement indépendants,

@ Z4 est de degré d et distribuée comme précédemment.

Théoréme (L.—Puchol, 2017 ; Ancona-L., 2019)

Sin=1 oun >3 alors, presque surement, pour tout ¢ € C°(M) on a :

45 (24, 9) —>An,,/ $1dVu|.
d—+o00 M

Thomas Letendre Zéros de polyndmes de Kostlan Paris — 21/11/19 12 /25



Loi forte des grands nombres

(Z4)d>1 suite de sous-variétés algébriques aléatoires de codimension r
dans M de dimension n telle que :

@ les termes sont globalement indépendants,

@ Z4 est de degré d et distribuée comme précédemment.

Théoréme (L.—Puchol, 2017 ; Ancona-L., 2019)

Sin=1 oun >3 alors, presque surement, pour tout ¢ € C°(M) on a :
45 (24,68) 5> Anr [ O1dVa.
d—+o00 M

En particulier, presque surement d~2 Vol (Zy) — A, Vol (M) et

1 faible—x 1
Vol (Z4)“¢ d=+e0 Vol (M)

[dVm] .
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Théoréme central limite

Théoréme (Ancona-L., 2019)
Sin=r=1, pour tout ¢ € C°(M), on a :

= (<zd,¢ dz—/¢|de|)—>N( /¢2|de|)

Cl'40'171

@ On conjecture un résultat similaire pour tout (n, r).
@ Prouvé par Armentano—Azais—Dalmao—Ledn pour le volume des zéros
de polynémes de Kostlan dans S".
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Théoréeme central limite fonctionnel

Définition
Le bruit blanc gaussien sur M est la distribution aléatoire W telle que :
pour tout ¢1, ..., ¢k € C°(M), ((W,¢i))1<i<k est un vecteur gaussien

centré dans R¥, de covariance / ¢ipj |dVum|
M 1<ij<k

Théoréme (Ancona-L., 2019)

Sin=r=1,0na:

1

dZO'l’l

1
(Zd T |de|> L w,
d—+o00

dans D'(M) et dans H_%_e(M) pour tout € > 0.
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Eléments de preuves

o = = E A
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Théoreme central limite (n=r = 1)

(Za,8) —E[(Za, )]

I est centrée et :
d30'1’1

Soit ¢ € C°(M), pour tout d, X4 =

P22, mp(Xd) ((f<Zd, >) d—)—i—oo/ e </M ¢2 |dVM|) E

b
4

Par le théoréme des moments Xy —2— A/ (O,/ ¢ |d VM\>, etona:
d—+00 M

1 1 1
L <<Zd’¢>_d2;/M¢|dVMI> = X4+ O(d™2).

d40171
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Fonctionnelle caractéristique

Définition
Pour une distribution aléatoire T € D'(M), la fonctionnelle caractéristique
de T est x1 : C>®(M) — R définie par : x7(¢) = E[e’“—"ﬁ)].

Exemple : xw/(¢) = E[e/W 9] = =2l car (W, 6) ~ N (0, || ]13).
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Fonctionnelle caractéristique

Définition
Pour une distribution aléatoire T € D'(M), la fonctionnelle caractéristique
de T est x1 : C>®(M) — R définie par : x7(¢) = E[e’”—’@].

Exemple : xw(¢) = E[e“w’@] = e 2l19l5 car (W, ) ~ N(0, H¢|| ).

Pour tout d, T4 =

(Zd —dzl = |d VM|> distribution aléatoire.
dzdl 1

Comme (Ty6) ——+ N0, ¢]3), on a

XTd(¢) = E[ei<Td ’d))} ;_H_—oo> e 2||¢||2 — XW(¢)
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Fonctionnelle caractéristique

Définition
Pour une distribution aléatoire T € D'(M), la fonctionnelle caractéristique
de T est x1 : C>®(M) — R définie par : x7(¢) = E[e’”—"ﬁ)].

Exemple : xw(¢) = E[ei<W’¢>] — e 20905 car (W, ¢) ~N(0, H¢||§)

Pour tout d, Ty = (Zd —dzl = |d VM|> distribution aléatoire.

d4011

Comme (T, ¢) —2— N(0, ||8||2), on a :
d—+o00

x1,(¢) = [ T""z’)} e 21912 = y 1y (9).

Par le théoréme de Lévy—Fernique, T4 — L W dans D'(M).
d—+o00
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Fonction de corrélation

Un polynéme de Kostlan P définit un processus gaussien centré (P(x))xesn.

Sa fonction de corrélation est :

eslxy) = EIPUOPON = 3 ()97 = (o)) = os(olx ),

|a|=d

oll p est la distance géodésique sur S”.
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Fonction de corrélation

Un polynéme de Kostlan P définit un processus gaussien centré (P(x))xesn.

Sa fonction de corrélation est :
eslxy) = EIPUOPON = 3 ()97 = (o)) = os(olx ),
|a|=d

oll p est la distance géodésique sur S”.

Remarque

L., . 9
En prenant des dérivées partielles : %(x,y) =E [g—Z(X)P(y)].

Dans le cas général, e4(x,y) ~ exp (—<p(x,y)?).
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Formule de Kac—Rice (cas des hypersurfaces, r = 1)

Théoréme
Pour tout d assez grand, pour tout ¢ € C°(M),

_ 1 N E[||VxP|| P(x)
E[ Zd¢|ded|] ; \/%/);EM(b( ) Vv ed(x, x)

=0 1dVi] .
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Formule de Kac—Rice (cas des hypersurfaces, r = 1)

Théoréme

Pour tout d assez grand, pour tout ¢ € C°(M),

1 [ EVAPIIPG) =0
E[Zd¢|dvzd|}—m/X€M¢() = javi.

(P(x), VxP) est gaussien centré, de covariance :

( ed(X7X) 8},jed(x,x) > .
1<ij<n

Ox;ed(x,x)  Ox,0y,eq4(x, x)

La densité ne dépend que de ey et des ses premiéres dérivées en (x, x).
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Formule de Kac—Rice pour les moments

Pour tout p > 2, pour tout ¢ € C°(M),

my((Zy, ¢)_/ (H¢x,> P(Xty - xp) [dVM]P .

o DE(x1,...,xp) ne dépend que des premiéres dérivées de e4 en (x;, X;).

o DF est singuliere le long de A = {(x1,...,xp) € MP | 3i # j,xi = x;}.
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Asymptotique de la variance

Estimées sur D3

Q

o |Di(x,y)| = O(d"~271) uniformément sur p(x,y) > Ko
o D3(x,x + \/Lg) ~ d"D(||z]|) sur ||z|| < KInd.

g
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Asymptotique de la variance

Estimées sur D3

Q

o |Di(x,y)| = O(d"~271) uniformément sur p(x,y) > Ko

\/Lg) ~ d"D(]|z||) sur ||z|| < KInd.

S

o D3(x,x +

Var({(Z4, ¢))

12

/  B()B()D3(x.y) dxdy
(y)SKT5

/xeM /|z||<KInd <X + \/E) D?’(X’X + %) dzdx
K (/qu(x) dx) (/Rnp(uzn)dz).
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Partition de MP

Pour x = (x1,...,Xp) € MP et d > 1, on définit un graphe Gy(x) :

@ les sommets sont {1,...,p},

Q

o il y a une aréte entre j et j si et seulement si p(x;, X;) < K!n

Y
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Partition de MP

Pour x = (x1,...,Xp) € MP et d > 1, on définit un graphe Gy(x) :
@ les sommets sont {1,...,p},

Q

o il y a une aréte entre / et j si et seulement si p(x;, x;) < K™

Y

Les composantes connexes de Gg(x) donnent une partition de {1,...,p} :
To(x)={h,....Im}, ie. L2, i =A{1,...,p}.
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Partition de MP

Pour x = (x1,...,Xp) € MP et d > 1, on définit un graphe Gy(x) :
@ les sommets sont {1,...,p},

o il y a une aréte entre / et j si et seulement si p(x;, ;) < K<

o

Les composantes connexes de Gy4(x) donnent une partition de {1,...,p} :
To(x)={h,....Im}, ie. L2, i =A{1,...,p}.

Si Z partition de {1,..., p}, on définit : M? , = {x € MP | Z4(x) = T}.

MP= || M, et vO|<M§’d>_o<('\”/g>pm>.

T partition
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Contributions des M7 ; (cas n = r = 1)

Partitions Z = {/, ..., l,} avec m petit

On a | Df(x)| = O(d?) uniformément. Si m < 2, la partie M 4 contribue :

0 <d5 (%) ) — 0(d? (Ind)P) = o(d4).
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Contributions des M7 , (cas n = r = 1)
Partitions Z = {/, ..., l,} avec m petit

On a | Df(x)| = O(d?) uniformément. Si m < 2, la partie M 4 contribue :
Ind p—m m P
0 di(—) = 0(d?(Ind)P) = o(d*).
( Vd ) (d2(Ind)") = o(d%)

Partitions Z contenant un singleton

o L . /2
On a |DE(x)| = O(d4~1) uniformément sur M? . Contribue o(d4).
”
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Contributions des M7 ; (cas n = r = 1)

Partitions Z = {/, ..., l,} avec m petit

On a | Df(x)| = O(d?) uniformément. Si m < 2, la partie M , contribue :

0 <d5 (%)p_m) — 0(d% (In d)P) = o(d%).

Partitions Z contenant un singleton

On a |D5(x)| = O(d4~1) uniformément sur M? . Contribue o(d%).

Partitions en paires Z = {{a,-, b} | 1<i< g}

2
Sur M 4, on a Dij(x1, ..., xp) =~ [12; D5(Xs;, xp;). Contribue :

p

i=1

ﬂ

2
11 / (%, (6, ) D2 (005 X6, ) e, e, = Var(Zy, )5 -
p(xa; X, )<K

v
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Conclusion de la preuve

NIT

e Chaque partition en paires contribue Var({Zy, ¢))2.

o Les autres partitions contribuent o(d4).

Le nombre de partitions en paires de {1,...,p} est:
0 si p est impair,
= !
Hp P'D— si p est pair.
22 (&)1
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Merci de votre attention

Courbe algébrique aléatoire de degré d = 1000 dans S2.

Image par Vincent Beffara.
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